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“Modelagem matemadtica é um processo dindmico utilizado para a obtencdo e validagdo de
modelos matemdticos. E uma forma de abstracio e generalizagio com a finalidade de previsdo de
tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situagdes da realidade em
problemas matemadticos cujas solugdes devem ser interpretadas na linguagem usual”.[1] (pag. 24).

Modelos matemadticos que relacionam as varidveis através de suas variacdes discretas sdo
formulados com equagdes de diferencas. Essas equagdes sdo mais apropriadas para modelar, por
exemplo, o crescimento populacional entre geragdes sucessivas, quando esse se d4 em etapas discretas
e ndo ocorre uma sobreposicao de geracdes da espécie analisada.

Durante o projeto, estudamos técnicas de modelagem matemadtica e alguns modelos cldssicos
de dindmica populacional, economia, etc., utilizando equacdes de diferencas e equacdes diferenciais.

Apresentaremos aqui alguns destes modelos de dindmica populacional envolvendo equagdes
de diferengas (lineares e ndo-lineares). Dentre estes modelos, podemos citar: dindmica de insetos,
modelo logistico, modelo discreto de May, dentre outros. No caso dos modelos ndo lineares, uma
andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio € realizada a fim de obter maiores informagdes sobre o
comportamento do sistema.

Apresentamos a seguir algumas defini¢des e resultados que serdo usados no decorrer do texto.

Definicao 1: Uma equacio de diferencgas de 1* ordem € uma férmula de recorréncia do tipo:

yn+1 :f(yn)

Um exemplo deste tipo de equagdo é y,,, =ay,. Se y(0)= ¥, » @ solucdo é dada por:

Yo =4a " Vo>
onde y, é chamada de condi¢io inicial.

Definicdo 2: Considere um sistema dinimico de 1* ordem y,,, = f(y,). Um ndmero &
chamado de valor de equilibrio ou ponto fixo do sistema dindmico se:
Yust =Ya =¥* VR,
ou seja, y, = y* € uma solugdo constante para o sistema dinamico.

Definicao 3: Suponha um sistema dindmico de 1* ordem com um valor de equilibrio y*. Esse
valor de equilibrio é chamado estdvel ou atrator se existir um nimero &, Unico para cada sistema, tal
que, quando:

|y, —y# <€, entdo limy,,, = y*.
n—oo
Um valor de equilibrio € instdvel ou repulsor se existir um nimero &, tal que, quando:
0<|y, —y*<e, entdo |y,, - y*>e,

para algum, mas ndo necessariamente todos, valores de n.

O teorema a seguir estabelece a estabilidade ou ndo de um ponto de equilibrio.

Teorema 1: Suponha y* um valor de equilibrio do sistema dindmico y, ,, = f ( yn) .
O valor de equilibrio y* € estdvel ou atrator se:
£ (y#)| <1,

e ¢ instavel ou repulsor se:



£ 1.
Se ‘ f '( y *)‘ =1, o teste é inconclusivo. Neste caso, derivadas de ordem superior sdo necessarias para

decidir sobre a estabilidade de y*.

Apresentamos a seguir alguns modelos envolvendo equacdes de diferencas, tanto lineares,
quanto nao lineares.

Modelo 1: Populacéo de Insetos. [2]

Insetos geralmente t€m mais que um estdgio no seu ciclo de vida desde o nascimento até a
maturidade. O ciclo completo pode durar semanas, meses ou até anos. Porém, é conveniente usar uma
Unica geragdo como unidade bésica de tempo quando tentamos escrever um modelo para crescimento
da populagdo de insetos. Vdrios estdgios no ciclo da vida podem ser representados por equacdes de
diferencas. Muitas vezes, o sistema de equagdes se resume a uma Unica equacao, na qual combinacdes
de todos os pardmetros bdsicos aparecem.

Como um exemplo, considere a reproducdo de afideos numa drvore. Fémeas adultas de
afideos produzem lesdes nas folhas. Toda a prole de um unico afideo estd contida em uma lesdo.
Alguma fracdo desses vdo emergir e sobreviver a idade adulta. Embora geralmente a capacidade para
reproducdo e a probabilidade de sobreviver a idade adulta depende da populacdo, deixemos
momentaneamente essas consideragdes e estudemos um modelo simples no qual todos os parametros
sdo constantes.

Consideremos:

a, = ndmero de afideos fémeas adultos na n-ésima geracao

pn = nimero de descendentes na n-ésima geragcao

m = fra¢do de mortalidade dos jovens afideos

f = nimero de descendentes por afideo fémea

r = razdo de afideos fémeas pelo total de afideos adultos.

Entdo, escrevemos equacdes para representar as populacdes de afideos e usamos para obter o
nimero de fémeas adultas na n-ésima geragao quando se tem inicialmente a, fémeas.

Se cada fémea produz f descendentes, entio:

pn+l = fan :
Disso, (1 — m) sobrevivem a idade adulta, cedendo uma proporcao final de r fémeas. Entdo:
an+1 = r(l_m)pnﬂ
e, em funcdo de q,, , temos:
an+1 = fr(l_m)an
Para o caso em que f, r, m sdo constantes, teremos uma equagdo de diferencas linear de 1*
ordem cuja solugao é dada por:

a, = [fr(l—m)] a, .
Modelo 2: Equacio Logistica Discreta. [1]

Considere a equagao:
Vo =1V, (l—yn) ,comr > 0.

Os pontos de equilibrio y* sdo dados por:

yi=ry#H(l-y*) & yr=ry*—r(y
Resolvendo esta equacdo, obtemos:

% — * —1-1
y¥=0-¢e y*, =1 4 .

Analisando a estabilidade do modelo, temos:

*)2 ]



F=)=£0)=r e f(y%)=r(1-))=2-r.

Utilizando o teorema 1, para O <r < 1 o valor de equilibrio y*, € estdvel e parar > 1 & instavel.
Para 1 <r < 3 o valor de equilibrio y*, é estdvel e parar > 1 our < 1 ele € instdvel.

Se r = 1, é possivel mostrar que y*; = y*, = 0 é um centro de um ciclo limite e, se r = 3,
teremos um 2-ciclo. [1,3]

Abaixo, ilustramos a estabilidade do ponto de equilibrio y*, para dois casos. Na fig. 1,r=1,9,

ou seja, y*, é estavel. Na fig. 2, r = 3,9, ou seja, y*;, € instdvel. As figuras podem ser encontradas em
[1] (pgs. 120 e 121).
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Figura 1: Solugdo e estabilidade do Figura 2: Solugdo e estabilidade do
ponto de equilibrio ndo trivial do sistema ponto de equilibrio ndo trivial do sistema
Yan =19y, (1-y,) Yan =337,(1=y,)

Modelo 3: Modelo Discreto de May.

O modelo geral de May considera que: “A variacdo da populacdo entre duas geracgodes
sucessivas depende do crescimento especifico da populacio e da competicao entre seus elementos.” O
modelo logistico discreto € um caso particular do modelo geral de May.

Considere agora, um modelo geral discreto de dindmica populacional:

Nt+1 :Nr exp[r(l—N,/K)]zN,f(N,).

Essa equacdo modela a populagdo de uma espécie crescendo num meio que abrange a
capacidade K. Assim, a populacdo méxima é atingida com N = K. Analisando a fun¢do f(N , )
observamos que ela é decrescente com N, e reflete a densidade da taxa de reprodutividade.

O ponto de equilibrio N* € obtido fazendo:

N*= N *exp|r(l— N */K)].

Resolvendo esta equagido, temos como valores de equilibrio:

N* =0 e N* =K.
Analisando a estabilidade do modelo, temos:
fNy)=f0)=e" e f(N%)=f(K)=1-r.

Usando o teorema 1, temos que para qualquer r > 0 o valor de equilibrio N*; € instdvel. Para

0 <r <2 o valor de equilibrio N*, é estdvel e parar > 2 ele € instdvel.

Ao longo do projeto foram estudadas aplicagdes em modelos bioldgicos utilizando conceitos
e técnicas ndo vistas durante o curso regular. Foi dada continuidade ao trabalho desenvolvendo
estudos com equagdes diferenciais ordindrias e aplicacdes de técnicas de modelagem, o que permite
uma complementagdo as disciplinas ja cursadas.
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